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は じ め に

リー群は，空間の連続的な対称性を抽象
化したものです．特に，線形な対称性を考
えたものはリー群の表現と呼ばれます（1）．
リー群の表現は，例えば対称性を持った空
間上の関数を解析する際などに役立ちます．
ただ，リー群そのものは非線形な対象のた
め，その表現をそのまま扱うのは容易では
ありません．そこで，代わりにこの微分（線
形近似）を考えることにより，リー環の表
現を考えることが有用です．これは元の
リー群の表現の情報をほとんど保持してお
り，より扱いやすい対象となっています．

リー群の表現とは

まず，リー群は複素数を成分とする可逆
な 𝑛 × 𝑛 行列の全体〔これを通常𝐺𝐿(𝑛 , ℂ)

などと表し，一般線形群（general linear 
group）と呼びます〕の部分集合であって，
積と逆行列，および極限を取る操作で閉じ
たものを指します＊ 1．例えば，𝐺𝐿(𝑛 , ℂ)そ
のものや，

 　  　　= {実数を成分とする可逆な� �
 𝑛 × 𝑛 行列 } ,

　　　　　　　　 　　　 　　　　　,

   　　　　　　 　　　 　　　　,

   　　　　　　 　　　 　　　   
などがリー群の典型的な例となります（こ
こで   は単位行列を表します）．次に 𝐺 を

リー群，𝑋 を“極限が定義できる”空間〔こ
れを位相空間（topological space）と呼
びます〕とします．𝐺の元 𝑔を 1 つ取るご
とに 𝑋 上の変換 𝜏(𝑔): 𝑋 → 𝑋 が定まり，適
当な意味での結合法則と連続性を満たすと
き，リー群𝐺は空間𝑋に作用するといいま
す．例えば，単位円板（半径 1 の円）の原
点を中心とする回転の全体は，リー群𝑈(1)

の作用とみなすことができ，また単位円板
の等角変換（共形変換），すなわち交わる
二曲線の角度を保つ変換の全体は，ほぼ
リー群 𝑆𝑈(1,1)の作用とみなすことができ
ます（図 1）．このようにリー群 𝐺 が空間 𝑋

に作用するとき，𝑋の対称性が𝐺によって
記述されるとみなせます．さらに作用を受
ける空間𝑋 =�𝑉が線形空間で 𝜏(𝑔) が𝑉上の
線形写像（すなわち和とスカラー倍を保つ
写像）のとき，(𝜏,�𝑉)は𝐺の表現（represen-
tation）と呼ばれます．例えば𝐺が空間𝑋に
作用するとき，𝐺はその上の関数空間（例え
ば  　　　　  

二乗可積分空間など）にも自動的に作用し
ます．この作用は線形となり，よって 　　
は𝐺の表現となります．これは一般には無
限次元の一見難しい表現となりますが，多
くの場合複数のより簡単な表現を束ねたも
のになっています．したがって関数空間の
理解には，より簡単な表現を詳しく理解す
ることが重要となります．

リー群 𝐺 ⊂ 𝐺𝐿(𝑛 , ℂ) の表現の例として
もっとも単純なものは， 　　（縦ベクト
ルの空間）として，各𝑔 ∈ 𝐺に対し，𝜏(𝑔) を

　　
と単に行列の積で定めるものです．より非
自明な例として，𝑘を非負整数としたとき，
リー群 𝐺 = 𝑈(𝑛 ) の，線形空間 𝑉 =  　　  

（式（1）, 𝑛 変数 𝑘 次斉次多項式の空間）へ
の作用 𝜏(𝑔)  を変数への行列の積によって
定めたものや，リー群 𝐺 = 𝑂(𝑛 ) の，線形
空間 𝑉 = 　　 （式（2）, 𝑛 変数 𝑘 次斉次
調和多項式の空間）への作用 𝜏(𝑔) を同様
に定めたものも表現となります．特に𝑈(𝑛 )
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リー群の表現とは，線形空間の連続的な対称性を抽象化したものです．また，
その微分（線形近似）を考えることにより，リー環の表現を得ることができます．
これらはフーリエ解析の一般化とみなすことができ，さらに数学のみならず物理
学等においても重要な道具となっています．本稿では，リー群・リー環の表現の
基本的かつ重要な具体例についていくつか紹介します．また，筆者自身の最新の
研究についても簡単に触れます．
キーワード：#基礎数学，#リー群，#リー環

＊ 1 �  より一般に，リー群は群構造と多様体構造を
持ち，かつ群演算が微分可能なものを指し
ます．特に，行列の閉部分群としては実現で
きませんが，これと局所的に同型なものもリー
群に含まれます．

図１ 𝑈𝑈 1 , 𝑆𝑆𝑈𝑈 1,1 の単位円板への作⽤

𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 = 𝑈𝑈 1 = 𝑒𝑒*+ 𝜃𝜃 ∈ ℝ ,
𝜏𝜏 𝑔𝑔 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒*+𝑥𝑥:原点中心の回転

𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 = 𝑆𝑆𝑈𝑈 1,1 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑏𝑏 2𝑎𝑎

𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℂ,
𝑎𝑎 4 − 𝑏𝑏 4 = 1 ,

𝜏𝜏 𝑔𝑔 𝑥𝑥 =
𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏
2𝑏𝑏𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎

: 等角変換（共形変換）

𝑋𝑋 = 𝑧𝑧 ∈ ℂ 𝑧𝑧 < 1 : 単位円板

図 1 　𝑈(1), 𝑆𝑈(1,1) の単位円板への作⽤

変数多項式 （1）
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の 　   上の表現，𝑂(𝑛 )の 　　 上の表
現は，既約表現（それ以上分解できない表
現，すなわち 𝜏(𝐺)𝑊 ⊂ 𝑊 を満たす線形部分
空間 𝑊 ⊂ 𝑉 が {0} と𝑉 自身以外に存在しな
い表現）の例になっています．

表現の既約分解──フーリエ解析
の一般化

表現論における基本的な問題の 1 つは，
与えられた表現を既約表現の和に分解する
ことです．特にリー群 𝐺 が作用する空間 𝑋

上の関数空間（ 　　 など）の既約分解は，
この空間 𝑋 を理解するうえで役立ちます．
例えば 𝐺 = 𝑂(𝑛 ) は 𝑛 − 1 次元球面 　　  
　　　 　　 　　　 に通常の回転として

作用し，さらにその上の関数空間 　　  
にも線形に作用します．このとき，𝑘次斉
次調和多項式を球面 　　 に制限した関数

（球面調和関数（2））からなる空間（これを 
　　　　　 　　　  　  で表します）はこ
の作用で保たれ，部分表現となります．す
なわち，

 　　　 　　　  ならば，任意の�
𝑔 ∈ 𝑂(𝑛 )�に対し，　　　　　 　　　　 .

さらに，任意の 　　　 　　　 は

　　
の形に一意的に表すことができます．した
がって，　 　  　 は

　　
と直和分解されます．いま，各 　　　　 は 
既約なので，これが既約分解となります．
特に 𝑛 = 2の場合には，  の座標を(cos 𝜃 ,

sin 𝜃 )で表すと， 　　  は式（3）と表すこ
とができ，上記の分解はフーリエ級数展開

（式（4））に一致します．同様に，フーリエ
（逆）変換

　　
は，実数の集合 ℝ 上の関数空間   (ℝ) を
加法群 ℝ の表現として，一次元部分表現 
　　 の和で表したもの

　　
とみなすことができます．ただし，この場

合非可算個の空間の和なので，直和分解で
はなく直積分分解と呼ばれます．いうまで
もなくフーリエ解析は信号処理をはじめ多
くの分野で重要であり，また球面調和関数
も量子力学で回転対称な系を扱う場合など
に重要です．一般の表現の既約分解もこれ
らの重要な理論の一般化とみなせます．

既約分解の中でも特に，リー群 𝐺 の表現
をその部分群 𝐺′⊂ 𝐺 の表現とみなして分解
する場合を分岐則（branching law）と呼
びます．例えば，𝐺 = 𝑈(𝑛 ) の部分群 𝐺′≃ 

𝑈(𝑛 − 1)（式（5））を考え，𝑈(𝑛 )の表現 　
を部分群𝐺′≃ 𝑈(𝑛 − 1) に制限することを考
えましょう．このとき， 　　 は 𝑈(𝑛 ) の
表現としては既約ですが，𝑈(𝑛 − 1)の表現
としてみると， 　　 　　　（式（6） ， 𝑚 = 0, 

…. 𝑘） は明らかに部分表現となります．し
たがって 　　 の 𝑈(𝑛 − 1) のもとでの既
約分解（分岐則）は式（7）で与えられるこ
とが分かります．同様に， 　　 の 𝐺′ =

𝑂(𝑛 ) のもとでの既約分解は式（8）（ただし 
　　　 　　�　） で与えられることが知ら
れています．より非自明な例として，𝐺 =

𝑂(𝑛 ) の表現 　　 の部分群 𝐺′≃ 𝑂(𝑛 − 1) 
のもとでの分岐則を考えてみましょう． 今，
𝑚  = 0, 1, ... ,�𝑘�に対し，　　 を 𝑘 − 𝑚  次以
下の多項式で 　　  　　　　　　　　を
満たすとして，線形空間   （式（9））を考
えると，これは 𝑂(𝑛 − 1) の既約表現であり， 
さらに多項式 　　 をうまく選ぶと，　 ⊂   

　　 とすることができます．このとき，  
　　 は 𝑂(𝑛 −1) のもとで，式（10）のよ
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線形写像（すなわち和とスカラー倍を保つ写像）のとき， (𝜏𝜏, 𝑉𝑉) は 𝐺𝐺 の表現  (representation) と

呼ばれます．例えば  𝐺𝐺 が空間  𝑋𝑋 に作用するとき，𝐺𝐺 はその上の関数空間（例えば  𝑉𝑉 = 𝐿𝐿2(𝑋𝑋) =

{𝑓𝑓: 𝑋𝑋 → ℂ | ∫ |𝑓𝑓(𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑥𝑥 < ∞𝑋𝑋 }：二乗可積分空間など）にも自動的に作用します．この作用は線

形となり，よって  𝐿𝐿2(𝑋𝑋) は 𝐺𝐺 の表現となります．これは一般には無限次元の一見難しい表現とな

りますが，多くの場合複数のより簡単な表現を束ねたものになっています．したがって関数空間

の理解には，より簡単な表現を詳しく理解することが重要となります．  

リー群  𝐺𝐺 ⊂ 𝐺𝐺𝐿𝐿(𝑛𝑛, ℂ) の表現の例としてもっとも単純なものは，𝑉𝑉: = ℂ𝑛𝑛 （縦ベクトルの空間）とし

て，各  𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺 に対し， 𝜏𝜏(𝑔𝑔) を 

𝜏𝜏(𝑔𝑔): ℂ𝑛𝑛 → ℂ𝑛𝑛, 𝜏𝜏(𝑔𝑔)𝑣𝑣: = 𝑔𝑔𝑣𝑣 

と単に行列の積で定めるものです．より非自明な例として，𝑘𝑘 を非負整数としたとき，リー群  𝐺𝐺 =

𝑈𝑈(𝑛𝑛) の，線形空間（図図 22）  

𝑉𝑉 = 𝒫𝒫𝑘𝑘(ℂ𝑛𝑛): = {𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛): 𝑛𝑛変数多項式  | 𝑓𝑓(𝑡𝑡𝑥𝑥) = 𝑡𝑡𝑘𝑘𝑓𝑓(𝑥𝑥)  (𝑡𝑡 ∈ ℂ)} 

（𝑛𝑛 変数  𝑘𝑘 次斉次多項式の空間）への作用  𝜏𝜏(𝑔𝑔) を変数への行列の積によって定めたものや，

リー群  𝐺𝐺 = 𝑂𝑂(𝑛𝑛) の，線形空間（図図 33）  

𝑉𝑉 = ℋ𝑘𝑘(ℂ𝑛𝑛) ≔ {𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝒫𝒫𝑘𝑘(ℂ𝑛𝑛) | ∑ 𝜕𝜕2𝑓𝑓
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑗𝑗

2
𝑛𝑛
𝑗𝑗=1 = 0}  

（𝑛𝑛 変数  𝑘𝑘 次斉次調和多項式の空間）への作用  𝜏𝜏(𝑔𝑔) を同様に定めたものも表現となります．

特に  𝑈𝑈(𝑛𝑛) の 𝒫𝒫𝑘𝑘(ℂ𝑛𝑛) 上の表現，𝑂𝑂(𝑛𝑛) の  ℋ𝑘𝑘(ℂ𝑛𝑛) 上の表現は，既約表現（それ以上分解できな

い表現，すなわち  𝜏𝜏(𝐺𝐺)𝑊𝑊 ⊂ 𝑊𝑊 を満たす線形部分空間  𝑊𝑊 ⊂ 𝑉𝑉 が {0} と  𝑉𝑉 自身以外に存在しな

い表現）の例になっています．  

  

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

（7）

（8）
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うに既約分解されます．この は，実
際にラプラシアンから導かれる微分方程式
を解くことで求まり，ゲーゲンバウアー多項
式 　 を用いて� 　　　　　　　　　　
となることが分かります．𝑛  = 3の場合に
はこれはルジャンドル陪多項式の定数倍で
与えられます．これを使うと， 　　 の
基底を小さい 𝑛 から順番に具体的に構成す
ることができます（図 2： 𝑛  = 3 の場合）．

リー環の表現──リー群の表現の
線形近似

さて，一般にリー群は線形空間ではない
ため，その表現をそのまま扱うのは容易で
はありません．そこでリー群の代わりに，
これに付随するリー環を考えます．今，
𝑋 ∈  𝑀(𝑛 , ℂ)（複素数を成分とする𝑛  ×  𝑛 行

列），𝑡 ∈  ℝとして，指数関数 exp(𝑡𝑋) :  = 

　　 　　　を考えると，これは通常の指
数法則　　　　　　　 　　　　　　 と，
　　　　　　　 を満たします．そこで，
リー群�𝐺 ⊂  𝐺𝐿(𝑛 , ℂ)�に対し，付随するリー
環𝐿𝑖𝑒(𝐺) ⊂  𝑀(𝑛 , ℂ)を
　　　　　　　　 　　　 　　　　　　

　　　　　　　　　　 　　　 　　　　　
で定義します．するとこれは線形空間とな
り， さらに𝑋, 𝑌 ∈  𝐿𝑖𝑒(𝐺) に対し， [𝑋, 𝑌]:  = 

𝑋𝑌 − 𝑌𝑋 ∈  𝐿𝑖𝑒(𝐺) となることが知られてい
ます．次に，(𝜏, 𝑉) をリー群 𝐺 の有限次元
表現としたとき，付随するリー環 𝐿𝑖𝑒(𝐺) 

の表現 (𝑑𝜏, 𝑉) を式（11）により定めると，𝑋, 

𝑌 ∈  𝐿𝑖𝑒(𝐺),  𝑎,  𝑏 ∈  ℝに対し，𝑑𝜏(𝑎𝑋 + 𝑏𝑌) = 

𝑎𝑑𝜏(𝑋) + 𝑏𝑑𝜏(𝑌)かつ𝑑𝜏([𝑋, 𝑌]) = 𝑑𝜏(𝑋)𝑑𝜏(𝑌) 

− 𝑑𝜏(𝑌)𝑑𝜏(𝑋) が成立します．このように
つくった表現 (𝑑𝜏, 𝑉) は元の表現 (𝜏, 𝑉) の

情報をほとんど保持しています．例えば， 
もし 𝐺 が連結ならば， 有限次元表現 (𝜏, 𝑉)

が 𝐺 の表現として既約であることと， その
微分表現 (𝑑𝜏, 𝑉) が 𝐿𝑖𝑒 (𝐺)  の表現として
既約であることは同値になります．

例として，𝐺 = 𝑆𝑈(2):  = 𝑈(2) ∩ 𝑆𝐿(2, ℂ)

の𝑉 = 　 への表現を考えましょう．今，
𝐺 = 𝑆𝑈(2)に付随するリー環 𝐿𝑖𝑒(𝐺) = 𝔰𝔲(2) 
およびその複素化 𝐿𝑖𝑒(𝐺) ⊗ ℂ = 𝔰𝔩(2, ℂ) は式
（12）で与えられます．𝔰𝔩(2, ℂ) の基底として
　　　　　　， 　　　　 ， 　　　
を取ると，これらの 　　 への作用は式
（13）となります（途中式を図 3に示します）．
特 に 　　 の 基 底 と し て

　　　　　　　　　　 を 取 っ た と き，
これらの作用は式（14）となります．した
がって𝑑𝜏(𝐻) の固有値の全体は {𝑘, 𝑘 − 2, 𝑘 

− 4, … , −𝑘} となり，𝑑𝜏(𝐸) は𝑑𝜏(𝐻) の固有
ベクトルの固有値を 2 上げ，逆に𝑑𝜏(𝐹) は
固有値を 2 下げることが分かります．これ
は量子力学におけるスピン表現と同値なも
のです．実は一般に𝑆𝑈(2) の既約表現は必
ずこのような構造を持ち，特にある非負整
数 𝑘 について 　　 と同値になることが
示せます．より難しい例として，リー群
𝑈(𝑛 ) の表現を考えた場合にも，付随する
リー環（の複素化）の作用を対角行列，上

　　　　　　　　 　　　 　　　　　　すべての に対し，
　　　　　　　　　　 　　　 　　　　　すべての に対し，

図1２ ℋ< 𝑆𝑆4 = ℋ< ℂ= |?@をℋA 𝑆𝑆B = ℋA ℂ4 |?Cの和で表す

ℋ< 𝑆𝑆4 =D
AEF

<

G𝑃𝑃<A cos 𝜃𝜃 ℋA 𝑆𝑆B =D
AEF

<

ℂ cos𝑚𝑚𝑚𝑚 + ℂ sin𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑃𝑃<A(cos 𝜃𝜃) ,

𝑃𝑃<A cos 𝜃𝜃 = sinA 𝜃𝜃 G𝑃𝑃<A cos 𝜃𝜃 =
sinA 𝜃𝜃
2<

S
TEF

⁄<VA 4
−1 T 2𝑘𝑘 − 2𝑗𝑗 !

𝑗𝑗! 𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 ! 𝑘𝑘 − 2𝑗𝑗 − 𝑚𝑚 !
cos 𝜃𝜃 <V4TVA

ℋF 𝑆𝑆4 = ℂ ℋB 𝑆𝑆4 = ℂ𝑃𝑃BF cos 𝜃𝜃 + ℂ cos𝑚𝑚 + ℂ sin𝑚𝑚 𝑃𝑃BB(cos 𝜃𝜃)

ℋ4 𝑆𝑆4 = ℂ𝑃𝑃4F cos 𝜃𝜃 + ℂ cos𝑚𝑚 + ℂ sin𝑚𝑚 𝑃𝑃4B cos 𝜃𝜃 + ℂ cos 2𝑚𝑚 + ℂ sin 2𝑚𝑚 𝑃𝑃44(cos 𝜃𝜃)

ℋ= 𝑆𝑆4 = ℂ𝑃𝑃=F cos 𝜃𝜃 + ℂ cos𝑚𝑚 + ℂ sin𝑚𝑚 𝑃𝑃=B cos 𝜃𝜃 + ℂ cos 2𝑚𝑚 + ℂ sin 2𝑚𝑚 𝑃𝑃=4(cos 𝜃𝜃) + ℂ cos 3𝑚𝑚 + ℂ sin 3𝑚𝑚 𝑃𝑃==(cos 𝜃𝜃)

図 2 　 　　　　　　　   を　 　　　　　 　　 の和で表す

（9）

（10）
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三角行列，下三角行列のそれぞれについて
詳しくみることにより，𝑈(𝑛 ) の既約表現
の全体が，単調減少な 𝑛 個の整数の組（式
（15））と一対一に対応することが示せます．
このようにリー環の表現はリー群の表現を
分類するうえで役立ちます．さらに 𝑈(𝑛 )

の各既約表現の次元は，半標準ヤング盤
（semistandard Young tableaux） と 呼
ばれる組合せ論的対象の個数で特徴付けら
れることも知られています．

無限次元表現の例

ここまでは有限次元表現を中心にみてき
ましたが，無限次元表現の例についてもみ
てみましょう．今リー群𝐺 = 𝑆𝐿(2, ℝ) を考
えると，付随するリー環 𝐿𝑖𝑒(𝐺) = 𝔰𝔩(2, ℝ) 

は式（16）で与えられます．𝐻, 𝐸, 𝐹 ∈ 𝔰𝔩(2, ℝ) 
を前述のものと同様に取り， 𝑉 = (ℝ)（の
ある稠密部分空間）への 𝔰𝔩(2, ℝ) の作用𝑑𝜏

を式（17）で定めます．すると，これはリー
群𝑆𝐿(2, ℝ) の表現には持ち上がりませんが，
その二重被覆群 　　  には持ち上がる

〔すなわち，　　　　の表現 (𝜏, (ℝ)) で，
その微分が（ある稠密部分空間上で）上述
の 𝑑𝜏 に一致するものがある〕ことが知られ
ています．さらに 　 　　　　 　　　 　　　　　　  
　　　����の作用がフーリエ変換の定数倍
に 一 致 し ま す（ 式 （18））． こ れ は 
　　　　　　�　　　　　 （量子調和振動
子）の固有関数を考察することで示せます．
この表現 (𝜏, (ℝ)) は無限次元ながら既
約に近い表現＊ 2 であり，ヴェイユ表現，メ
タプレクティック表現などと呼ばれます．
この構成はより大きなリー群 𝑆𝑝(𝑛 , ℝ) の表
現  　 　 に一般化されます（𝑛 = 1の場合 
𝑆𝑝(1, ℝ) = 𝑆𝐿(2, ℝ))．さらに 𝑆𝑝(𝑛 𝑚 , ℝ)の
表現　　　　　　  　　 　　（𝑛 × 𝑚 行列
上の関数空間）を部分群 𝑆𝑝(𝑛 , ℝ) × 𝑂(𝑚 )

⊂  𝑆𝑝(𝑛 𝑚 , ℝ) のもとで既約分解することに
より，𝑆𝑝(𝑛 , ℝ) の多彩な表現を得ることが
できるなど， ヴェイユ表現は表現論の中で
も特に重要視されています．

図16 𝑆𝑆𝑆𝑆 2 のリー環の 𝒫𝒫< ℂ4 上の表現

𝑥𝑥< 𝑥𝑥<VB𝑦𝑦 𝑥𝑥<V4𝑦𝑦4 … 𝑥𝑥𝑦𝑦<VB 𝑦𝑦<0 0
𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐸𝐸

𝐹𝐹

𝐻𝐻
×𝑘𝑘

𝐻𝐻
×𝑘𝑘 − 2

𝐻𝐻
×𝑘𝑘 − 4

𝐻𝐻
×−𝑘𝑘 + 2

𝐻𝐻
×−𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐻𝐻 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = e
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 exp 𝑑𝑑𝐻𝐻

jEF
= k
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 𝑒𝑒j 0

0 𝑒𝑒Vj
jEF

= 𝑥𝑥
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 − 𝑦𝑦

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ,

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐸𝐸 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = e
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 exp 𝑑𝑑𝐸𝐸

jEF
= k
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 1 𝑑𝑑

0 1
jEF

= 𝑥𝑥
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ,

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐹𝐹 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = e
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓

𝑥𝑥, 𝑦𝑦 exp 𝑑𝑑𝐹𝐹
jEF

= k
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑓𝑓

𝑥𝑥, 𝑦𝑦 1 0
𝑑𝑑 1

jEF

= 𝑦𝑦
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥 𝑓𝑓

𝑥𝑥, 𝑦𝑦 .

図 3 　𝑆𝑈(2)のリー環の 　　 上の表現

＊ 2 �  偶関数，奇関数の全体がそれぞれ既約表現
であり， (ℝ)は2つの既約表現の和になり
ます．

（11）

（12）

（13）

（14）

（15）

（16）

（17）

（18）
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無限次元表現の分岐則

筆者は現在の研究として，無限次元表現
の分岐則を具体的に記述することに関心を
持っています（3）．リー群 𝐺 の“良い”無限
次元表現 (𝜏, 𝑉) を部分群𝐺′⊂ 𝐺に制限する
と，𝑉 は 𝐺′の（一般には無限個の）既約
表現の直和（または直積分）に分解されま
す．このとき，抽象的に𝐺′のどの表現 𝑉′
が分解に現れるかが分かったとしても，そ
の具体的な入り方まで決定するのは一般に
は難しい問題です（ 　　 �の例におけ
る 　　 の決定に相当）．筆者は素性の良
い�(𝐺, 𝐺′, 𝑉, 𝑉′)�に対して，𝑉′の 𝑉 への入り
方（絡作用素，intertwining operator）を
具体的に決定しました（4）,（5）（図 4）．そこに
は超幾何関数をはじめとする特殊関数（の
多変数化）が現れます．今後はより一般の
(𝐺, 𝐺′, 𝑉, 𝑉′)�に対して同様の結果を得るこ
とを目標としています．
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本稿では長さの制約もあり，リー群の表現論のごく
一部にしか触れませんでしたが，この分野にはほか
にも多くの魅力的な話題があります．拙文ではあり
ますが，少しでもこの分野が面白いと思っていただ
けたら幸いです．
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企画担当
TEL　0774935020
FAX　0774935026
Email　csjousenml@ntt.com

図22 筆者が得た結果の⼀例

定定義義:

𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ ≔ 𝑔𝑔 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑 ∈ 𝐺𝐺𝐺𝐺 2𝑛𝑛,ℝ j𝑔𝑔 0 𝐼𝐼t

−𝐼𝐼t 0 𝑔𝑔 = 0 𝐼𝐼t
−𝐼𝐼t 0

≃ 𝑔𝑔 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑏𝑏 2𝑎𝑎 ∈ 𝐺𝐺𝐺𝐺 2𝑛𝑛, ℂ j𝑔𝑔 0 𝐼𝐼t

−𝐼𝐼t 0 𝑔𝑔 = 0 𝐼𝐼t
−𝐼𝐼t 0

(𝑛𝑛 = 1のとき，𝑆𝑆𝑆𝑆 1,ℝ = 𝑆𝑆𝐺𝐺 2,ℝ ≃ 𝑆𝑆𝑆𝑆 1,1 ), 
𝐷𝐷t ≔ 𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀 𝑛𝑛, ℂ j𝑥𝑥 = 𝑥𝑥, 𝐼𝐼 − 𝑥𝑥�̅�𝑥は正定値 , 𝒪𝒪 𝐷𝐷t ≔ 𝐷𝐷t 上の正則関数 .
𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ の 𝒪𝒪 𝐷𝐷t = 𝒪𝒪z 𝐷𝐷t 上の表現 𝜏𝜏z を以下で定める 𝜆𝜆 ∈ ℂ ．

𝑔𝑔 = 𝑎𝑎 𝑏𝑏
2𝑏𝑏 2𝑎𝑎

VB
∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ , 𝜏𝜏 𝑔𝑔 : 𝒪𝒪z 𝐷𝐷t → 𝒪𝒪z 𝐷𝐷t ,

𝜏𝜏 𝑔𝑔 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ≔ det 2𝑏𝑏𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎 Vz 𝑓𝑓 𝑎𝑎𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 2𝑏𝑏𝑥𝑥 + 2𝑎𝑎 VB .

𝑆𝑆𝑆𝑆 2𝑛𝑛,ℝ の表現 𝒪𝒪z 𝐷𝐷4t を部分群 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ ×𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ に制限すると，
𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t ⊗ 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t 𝑘𝑘 ∈ ℤÇF と同値な表現が直和成分に現れる．しかしその入り方はこれまで未知だった．

筆者は，両者の対応（絡作用素）が以下の微分作用素で与えられることを示した．

ℱ↑: 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t ⊗ 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t → 𝒪𝒪z 𝐷𝐷4t , ℱ↑𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹↑ 𝑥𝑥B4;
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥BB

,
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥44

𝑓𝑓 𝑥𝑥BB, 𝑥𝑥44 ,

ℱ↓: 𝒪𝒪z 𝐷𝐷4t → 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t ⊗ 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t , ℱ↓𝑓𝑓 𝑥𝑥BB, 𝑥𝑥44 = 𝐹𝐹↓
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑓𝑓 𝑥𝑥 á
àC@EF

,

𝐹𝐹↑ 𝑥𝑥B4; 𝑦𝑦BB, 𝑦𝑦44 ≔ det 𝑥𝑥B4 < S
ACÇ⋯ÇAäÇF

ã
TEB

t
1

𝜆𝜆 + 𝑘𝑘 − ⁄𝑗𝑗 − 1 2 Aå
Φ𝒎𝒎 𝑦𝑦BB𝑥𝑥B4𝑦𝑦44j𝑥𝑥B4

𝐹𝐹↓ 𝑥𝑥 = 𝐹𝐹↓
𝑥𝑥BB 𝑥𝑥B4
j𝑥𝑥B4 𝑥𝑥44

≔ det 𝑥𝑥B4 < S
ACÇ⋯ÇAäÇF

ã
TEB

t − ⁄𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 1 2 Aå − ⁄𝑘𝑘 + 𝑗𝑗 − 2 2 Aå
−𝜆𝜆 − 𝑘𝑘 + 𝑛𝑛 − ⁄𝑗𝑗 − 3 2 Aå

Φ𝒎𝒎 𝑥𝑥BBj𝑥𝑥B4VB𝑥𝑥44𝑥𝑥B4VB .

𝑆𝑆𝑆𝑆 2𝑛𝑛,ℝ

𝒪𝒪z 𝐷𝐷4t

⊃ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ ×𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑛𝑛,ℝ

𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t ⊗ 𝒪𝒪z�< 𝐷𝐷t
ℱ↑

ℱ↓

𝜆𝜆 A
≔ 𝜆𝜆 𝜆𝜆 + 1 𝜆𝜆 + 2 ⋯ 𝜆𝜆 +𝑚𝑚 − 1

Φ𝒎𝒎:固有値のみに依存するある
𝑚𝑚B +⋯+𝑚𝑚t次斉次多項式

（𝑛𝑛 = 1のとき，Φ𝒎𝒎(𝑡𝑡) = ⁄𝑡𝑡A 𝑚𝑚!）

図 4 　筆者が得た結果の⼀例
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