
光と物質の相互作用とゼータ関数

は じ め に

数えることが人類の数学の始まりです．
ピタゴラス学派による発見だと推測されま
すが，文献上はユークリッド原論にあると
おり，2500年前ごろには ①構成的方法に
よる素数の無限性と ②自然数は一意的に
素因数分解できることが証明されていまし
た．数論への興味は，ある意味で，整数の
単純さ（そう見えること）と，その構成要
素である素数の不規則・複雑にみえる構造
とのギャップにあります．提示以来165年
間未解決なリーマン予想が持つ魅力もここ
にあります．一方で， 光と物質の相互作用
を制御することは量子情報における要です．
本稿では，そのもっとも基本的な理論モデ
ルである量子ラビ模型（1）に着目します．知
りたいことはその時間発展です．中でも系
の分配関数を知ることが重要です．ところ
で分配関数のココロは，気体粒子や電子の
ような個々にはバラバラな状態を持つ（ミ
クロな）粒子が集まったときの（マクロな）
性質を理解したい点にあります．具体的に
は粒子のとり得るエネルギーに関して重み
をつけて足し合わせたものとして分配関数
は定義されます．実はリーマンのゼータ関
数も，バラバラに存在しているようにみえ
る各素数のそれぞれが定める幾何級数を素
数全体にわたり積（下述のオイラー積）を
とったものです．ゼータ関数を精密に観察
することによって個々の素数だけを見てい
ては決して分からない素数の分布が完璧に
理解できる，それがリーマン予想です．こ
のように両者には似た考えが詰まっていま
す．しかもそれだけではありません．例え
ば調和振動子の分配関数とリーマンゼータ

関数は具体的につながっています．実際，
物理系に対してスペクトルゼータ関数（固
有値から定まるディリクレ級数）を考える
ことは，分配関数を考えることと本質的に
同じです．その橋渡しには，歴史的にも相
対論と量子力学の構築とともに進歩を遂げ
た表現論という数学があります．

本稿では，量子相互作用を記述する系の
分配関数とスペクトルゼータ関数のつなが
りをみていくことになりますが，物理系と
数論のつながりを楽しんでいただきたいと
思います．

以下，整数全体がなす整数環，有理数全
体がなす有理数体，実数体，複素数体を，
それぞれ で表します．

リーマンゼータとその特殊値， 
保型形式

調和級数，すなわち正整数の逆数の和が
発散することは古くから知られていました．
しかし，逆数の平方和の値はどうなのか．
1644年にボローニャの数学者メンゴリが提
起したこの問いはバーゼル（オイラーの生
誕地）の問題と呼ばれ，その答えが で
あることをオイラーが発見（1735年）する
までに90年を待ちました．当時，円周率 

が答えに現れたことに人々は大変驚きま
した．以下のリーマンのゼータ関数 

（親しみを込めてリーマンゼータと呼びます）
を 使 え ば ， こ れ ら は �  

と書かれます．

中央の級数と下段のオイラー積をつなぐ
等式は，すべての整数が一意に素因数分解
されるという事実を表しています．この級
数 や 無 限 積 の 絶 対 収 束 域 は， 半 平 面 

ですが， ，全複素平面に有
理 型 関 数 として 一 意 に 解 析 接 続 さ れ，

のみで極（分数関数の分母が にな
る状況と同じです）を持ちます．オイラー
は， の無限乗積とテイラー展開の
2 次の項を比較することでバーゼルの問題
を解決したほか，一般の偶数点での値 

のベルヌーイ数

による表示

 

も発見しました．一方で，奇数点での値に
ついてはそれが無理数であるかどうかさえ
も分からず歴史が進みました．不明の最初
である の値でさえ， 1979年のロジェ・
アペリーによる研究（2）まで待たねばなりま
せんでした．アペリーはその後アペリー数
と呼 ば れ る 不 思 議 な 数 列 を 定 義して，

と の無理数性を同じ方法で示し
ました．しかし現在でも，一般の奇数点に
おける無理数性はほとんど分かっていませ
ん．実際，21世紀になりようやくタンギー・
リヴォアルらが 
には無理数が無数に存在すること，そして

の中に少なく
とも 1 つ無理数が存在することを示しまし
た．その後，ワディム・ズディリンの2001年
の論文により の少な
くとも 1 つは無理数であることが分かりま
した．これが現在の地球での最良の理解
です．
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量子系における分配関数と対応するスペクトルのゼータ関数を知ることの重要
性は，物理と数学のそれぞれにおいて等しいものです．本稿では，光と物質の相
互作用の背後に隠れる整数論的な構造を，多様な数学を基盤に相互作用の分配関
数とスペクトルゼータ関数の特殊値に着目して考察します．
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■素数定理とリーマン予想
ガウスやルジャンドルにより予想されリー

マンにより解析的な証明を示唆された次の
素数定理は，1896年にド・ラ・ヴァレー・
プーサンとアダマールにより示されました：

を 以下の素数の個数とする
と

こ こ で � は
を表しています．それは, 

上で であることから
従うというリーマンのアイデアによるもの
でした．バラバラにみえる素数の出現分布
と の解析的性質を結びつけたリーマ
ンの発見は，（将来に期待される）リーマ
ン予想の解決よりも数学上の功績が大きい
かもしれません．
■リーマンゼータの関数等式

リーマンゼータ は関数等式を満た
し ま す． を ガ ン マ 関 数 と し て

と お く と， そ
れは

という反射式で与えられます．関数等式の
味わいは，解析接続の概念がない頃すでに
オイラーが手計算で見つけていた

  
などにもみて取れます．本稿では保型関数・
保型形式（モジュラー形式）という非可換
な群の作用によって本質的に不変となる関
数を取り上げます．三角関数の場合は，平
行移動不変性，つまり可換な群 の作用に
関する不変性がありますので，保型関数は，
三角関数の非可換版だと思うことができま
す．その紹介のためにも，また，分配関数
との関係を述べるうえでもちょうどよいの
で，以下，上記の関数等式の証明の概略を
紹介します．なお，現れる積分や級数は良
い意味で収束しているものとします（その
ようなものだけを考えます）．関数 のメ
リン変換 を次で定義します．

例えば 　，　　　 　 　 　 であれば，
の定義から が分

か り ま す． そ こ で 今， 級 数
に対して と定

めてメリン変換を計算すると，容易に
と 計 算 

で き ま す ． そ こ で 複 素 上 半 平 面 �  
上で定義される級数 

を

と す る と ， と お く と き
が分かります．この級

数 はヤコビのテータ関数と呼ばれる
保型形式です． という平
行 移 動 不 変 性 に 加 え て

という関係式を満たし
ます．後者は，関数 のフーリエ変換を

と書くときに次のポアソン和公式

に という急減少関数を代
入 す る こ と で 容 易 に 得 ら れ ま す．

と お け ば
ですので，メリン変換の定義に戻れば 

の関数等式が得られます．ここで用
いたポアソン和公式には，次のような解釈
ができます．時計の時刻表示に倣い，整数
部分が同じ実数は同じものとみなします．
それを と書いて円だと思いましょう．
このとき，右辺はその円周を何回まわって
いるかの長さ（巻き数）に関する和，左辺
は可換群 の（既約）表現  
のうちで 上自明なもの，つまり，

全体にわたる和と考えます．左辺
は， のラプラシアン の固有値
と考えてもよいものです．この解釈を非可
換な群とその離散部分群に拡張したものが，
セルバーグの跡公式と呼ばれるものです〔
のような可換群の既約表現はつねに 1 次元
であり，表現の指標（トレース）は表現そ
のものです〕．
■モジュラー形式・保型形式

各成分が整数（実数）であり行列式の値
が 1 の ２ 行 ２ 列の行列全体がなす群を

とします． は，

2 つ 　行列 　 　 と　　　 　 　で生成
されています〔各元が と のいくつかの

（非可換な）積で表示されるという意味で
す〕．さて  は一次分数変換

により上半平面
に作用します． は同一の作用を定め

る た め， モ ジ ュ ラ ー 群  
に対し， の元の作用で移

り合う の点を同一視した空間 を
考えます．これが，モジュラー形式（保型
形式）が住む空間です．ただしここでは，

の区別は気にしないでおきます．上記
の は，ちょうど で生成される 

の部分群 の作用
で（ほぼ）不変な関数であるため，
保型形式と呼ばれるものになっています．

相互作用模型

■量子ラビ模型
量子ラビ模型（Quantum Rabi model: 

QRM）は光と物質の相互作用の基本モデ
ルです．そのハミルトニアンは

ここで , は
角振動数 の調和振動子（ボゾン
モード：光子）に対する生成消滅演算子，

は 2 準位系

に対するパウリ行列， は 2 準位系と
光子間の結合強度， は 2 準位間の
エネルギー差です． は 2 次元ベクト
ル値 2 乗可積分関数がなすヒルベルト空間 

2 2(ℝ) ⊗ ℂ に作用します． にバイ
アス項をつけた ℝ
は，非対称量子ラビ模型（asymmetric 
QRM: AQRM）を定めます．これらは共
振器量子電磁力学の手法による深強結合状
態の実現のための実験測定結果を予言しま
した（3）．
■非可換調和振動子

非 可 換 調 和 振 動 子（NCHO：Non 
commutative harmonic oscillator）（4）,（5）

はハミルトニアンで定まる常微分方程式系
です（式（1））． は           のと
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き，　　　　　　上の自己共役作用素とな
り，離散固有値

のみを持ちます．その重複度は
高々 2 です．スペクトルゼータ関数

を考えます（
のとき， は 2 個の調和振動子とユニタリ
同値となり ）．

種々興味深いことがあります．例えば，
は全複素平面に有理型関数として解

析接続され のみに一位の極をもち，
と同様に負の偶数点で自明な零点を持

ちます（6）．さらに， か
らは自然なかたちでアペリー数の類似物が
現れ， では保型性や楕円曲線との明
示的関連があるなど豊かな性質を有します

（表）． の研究では，通常のモジュラー
形式を超え，Eichiler 形式（アーベル積分の
一般化）（7）を自然に拡張したものや関連す
る新しいコホモロジーが現れ（8）,（9）その具体

的記述において，一般 Eisenstein 級数（10）

の微分などが生まれます．これらは，志村
五郎が1982年に創始後，現在改めて進展し
ている慨正則保型形式の研究（11）（の 1 変数
の場合）にも深く関係しています．なお，
筆者にとってのアペリー数類似に関する研
究は，アペリ—の直後， の一般奇数点
における値の無理数性の証明をめざして開
拓された（成功はしなかったものの） フリッ
ツ・ビューカーズらの数論・代数幾何的研
究に触発されたところが極めて大です．
■被覆モデル

NCHOを導入した 1 つには，通常の表
現論に現れるガウスの超幾何微分方程式の
世界を広げ，系に課す対称性を少し弱めて，
物理観点から調和振動子のスペクトルゼー
タ関数でもある の拡張を考えたいと
の動機がありました．事実，表現論を用い
ることで，NCHO の固 有 値 問題は 3 点

を確定特異点に持つ超幾何を越
えて， 4 点 を確定特異点に持
つ Heun ODEの， を含み を含ま
ない複素領域における正則関数の存在と同
等であることが導かれます（12）,（13）． さらには，
この方程式において，特異点 と を合
流させることにより，QRMの固有値問題
と，その整関数解の存在が同値であること
が知られていた合流型Heun 方程式が得ら
れることも分かりました．この関係は，
NCHOが，それぞれの Heun描像を見る
ことで，QRMのいわば被覆モデル（13）であ
ることを示しています．この被覆関係は，
η -NCHO と AQRM に お い て も 同 様 で
す（14）,（15）．被覆モデル間の数論的性質の伝
播，あるいはそのファイバの研究は興味深
い 問 題 で す． さ ら に ご く 最 近 に な り，
NCHOが 2 光子量子ラビ模型（16）という伝
統的な物理模型を与えているという事実が
導かれました（17）．つまり， 1 光子と 2 準位
原子の相互作用（QRM）は， 2 光子と 2
準位原子のそれから得られるという事実の
発見といえます．このような物理模型間に
生まれた被覆という数学概念が，実際の実
験により確認できるものかどうかは分かり
ませんが，興味津々です．また 参考文献（17）
では，この場合の被覆関係が，表現論的に

2 2(ℝ) ⊗ ℂ

表　スペクトラルゼータ関数の特殊値の整数論的な構造

（1）

（2）
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より明確になったことも特筆されます．
■分配関数とスペクトルゼータ関数

自己共役作用素 をハミルトニアンに
持つ量子系を考えます．このとき知りたい
のはユニタリ作用素 （プロパ
ゲータ/熱核）であり，そのトレースであ
る 分 配 関 数 で す． 分 配 関 数 は 
Boltzmann 因子  は
状態 のエネルギー：固有値）の総和とし
て式（2）で与えられます．

ここで は可能なすべての固有状態を
表しています．一方，系のスペクトルゼー
タ関数 とは，固有値列 （簡単
のため としておきます）から定
まる次のディリクレ級数です（式（3））．

したがって， の定義から，両者は 
Mellin変換でつながります（式（4））．

ところで，長く待たれていたQRMや
AQRMの熱核とそのトレースである分配
関数の解析的公式が，ようやく得られまし
た（18）〜（20）．その方法は，ファインマン経路
積分の数学的厳密形と考えられているト
ロッター・加藤 の積公式を用い，ガウス
型積分を実行し，さらに （ は
2 元 体 ） の ヴ ェ イ ユ 表 現 に 着 目 し た 

上のフーリエ変換を利用
するというものです．さらに，公式に現れ

る級数が無限対称群 の への作用の
既約表現分解の和に相当し，各項が  
の軌道積分で与えられることも分かりまし
た．これは驚きであり，より一般のモデル
へのヒントになります．またこれにより，
対応するスペクトルゼータ関数（一般にフ
ルビッツ型）の無限遠点から原点を廻る周
回積分表示を用いた解析接続やベルヌーイ
数の拡張（Rabi-Bernoulli 数）も得られま
す．こ こ で 注 意 す べ き は，こ の Rabi-
Bernoulli 数の母関数が原点でのローラン
展開であることから分配関数が復元できる
ことです．一方で，NCHOについては，
正の整数点における特殊値の代数的な関数
の積分表示は得られますが，分配関数は得
られていません．ただし，負の整数点での
値も，やはりベルヌーイ数の拡張（NC-
Bernulli数）としてとらえられます．した
がってQRMの場合と同様，NC-Bernulli
数の母関数が原点においてローラン展開を
もてば，それがNCHOの分配関数を与え
ます．しかしながら現時点では，強い傍証
はあるものの予想（21）の段階を越えません．
一方で，予想に関連して収束の問題を吟味
したところ，分配関数を用いて形式的に得
られるゼータ関数のいわゆるボレル和によ
る評価や，非アルキメデス的考察が有用な

ことも分かってきました．実際，  では発
散する特殊値表示が， 進ℚ の世界では

進フルビッツゼータ関数（22）の特殊値と
してとらえられるのです（21）．

L-関数と分配関数の零点構造

表は と を対比したものです．
前者では とすれば後者になるわ
けですが，大切なことは，後者だけでは見
えなかった構造が前者によって浮かび上
がってきていることです． に対して
はオイラー積も関数等式も期待できません．
しかし，正整数点における特殊値の代数関
数による積分和表示（9）からは， が，
数論的なL-関数（表現に付随するゼータ関
数）の級数和であることが予想されていま
す．仮にこの予想が正しければ，  は，
各項がオイラー積を持つとしても，全体と
してはオイラー積を持ちません．関数等式
についても，関数等式の対称軸（ なら
ば直線 ）が異なるL-関数の項が
あれば成立しないことに矛盾はありません．

他方，零点といえば関連して興味深いこ
との 1 つに，強磁性イジング模型の分配関
数（式（5））の零点がすべて虚数（
とおけば単位円周上）であるというリー・
ヤンの円定理（1952）があります（23）．この定
理には，さまざまな拡張があります．もち
ろんそれは，分配関数の零点の前後で相
転移が起こるからです．ゼータ関数や L-
関数の零点研究は，グロタンディークの
代数幾何の革新を促した有限体版のリー
マン予想と見做せるヴェイユ予想，そして，
保型形式

に対するL-関数（式（6））
の（逆数の）零点の絶対値に関する ラマ
ヌジャン予想 “ ” が20世紀の数
論研究を牽引しました．一方，分配関数・
保型形式側では，例えば Eisenstein級数
の零点研究は進みましたが，その意義はま
だ必ずしも明確ではありません．相転移と
いう観点からより深い研究が進むことが望
まれます．また，このイジング模型のサイ
ト数 を無限にしたときの偏角分布の研
究は， の零点の偏角分布に関する

（3）

（4）

（5）

（6）
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佐藤-テイト予想に類似していて数学的に
も興味深いものです．また，佐藤-テイト
予想についても，これまでの正則保型形式
-数論幾何を超えて非正則，特にセルバー
グ跡公式で重要なマース形式などの研究の
進展が強く望まれています．非正則な保型
形式については堀永が，またその 1 つのベー
スとなる表現論からの研究およびNCHO
の多変数化に向けた研究（15）が中濱により進
んでいます．後者は，不変式論についての
現代的思想であり保型形式への応用もある 
ロジャー・エヴァンス・ハウの dual pair 
の理論（24）にのっとった成果です．
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（左から） Cid Reyes-Bustos/
 若山  正人

数学は言葉の学問です．物理にしても人間が使う自
然言語では到底表現しきれません．論理を駆使し
ても不足です．そのような中，存在しているがひっ
そりと隠れている数学の世界を，関心ある問題から
探る様子を垣間みていただけたなら望外の喜びです．
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